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ОБIЦАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
Актуальность темы. Дифференциальные уравнения с за­
паздывающим аргументом находят приложения при математиче­
ском моделировании технических1 2 3 , биологических4 и многих 
других систем5 . 
В коШJ,е сороковых - начале пятидесятых годов ХХ века в 
связи с потребностями ряда прикла,цных наук началось усилен­
ное систематическое изучение дифференциальных уравнений с 
запаздывающим аргументом. Толчком к развитию этой теории 
в Советском Союзе послужили работы А.Д. Мьппкиса6 . Обоб­
щая идеи и методы обыкновенных дифференциальных уравне­
ний, важные результаты в теории дифференциальных уравнений 
с запаздывающим аргументом получили Н.В . Азбелев7 , 
Р. Беллман8 , М.А. Зверкин, Г.А. Каменский, Ю.С. Колесов, 
К. Кук, В.П. Максимов, Д.И. Мартынюк, Ю.А. Митропольский, 
Б.С. Разумихин, Л.Ф. Ра.хматуллина, Д.Я. Хусаинов, Л .Э . Эль­
сгольц и другие математики. 
Начало нового этапа в исследовании дифференциальных урав­
нений с запаздывающим аргументом связано с работами 
Н.Н. Красовского, предложившего рассматривать решения диф­
ференциальных уравнений с запаздывающим аргументом в функ-
1 Элыr.сберг М. Е. Расчет мета.ллорежущих ста.нков на устойчивость про­
цесса резания 11 Станки и инструмент. 1959 . .N!З. С. 3- 7. 
2 Элъясберг М.Е. Основы теории автоколебаний при резавив метаrшов 11 
Станки и ииструмент. 1962 . .N•lO. С. 3-8. 
3 Городец1rой Ю.И. , Гре.зuна А.В. О самовозбуждении колеба.ний при то­
чении валов 11 Ста.нкоинструмент. М. , 1999 . .N• 8. С. 1-18. 
4 Gopal.saty К. Stability and oscillations in delay differential equations of 
population dynamics. Dortrecht: Кluwer Academic Publishers. 1972. 502р. 
5 КОJLМановс1СUй В. Б., Мыш~ruе А .Д. , Носов В. Р. Современная теория 
уравнений с nоследействием с позиций ее приложения 11 Совр. пробле­
мы математической физики, Труды Всес. сиыпозиума, Тбилиси. 1987. 
с. 28~290. 
6 Мышкuс А .Д. Линейные дифференциальные уравнения с эаnаздыв~ 
щим аргументом. М. , 1972. 352с. 
7 Азбмев Н. В., Ма~ССu.мов В. П. , Раз:маmуллuна Л.Ф. Элементы совре­
меиной теории фунJ<ЦJ~она.лъно-дифференциа.лъных уравнений . Методы и 
приложения. М.: Институт компьютерных исследований, 2002. 384с . 
8 Бе.NLМа>< Р., K!J!C К. Л. Дифференциа.пьно разностные уравнения . М .: 
Мир, 1967. 548с. 
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циональном пространстве состояний9 . Такой подход создал усло­
вия для эффективного привлечения к исследованию дифферен­
циальных уравнений с запаздывающим аргументом методов 
функционального анализа. С этих позиций значительный вклад 
в теорию диффереtщиальных уравнений с запаздывающим ар­
гументом внесли Ю.Г. Борисович, А .В . Ким10 , В.Б. Колманов­
ский11, Н.Н. Красовский, А.Б. Куржанский, В .И. Максимов, 
Г.Н . Мильштейн, В.Р. Носов, Ю.С. Осипов, В.Г. Пименов, 
Ю .М. Репин, Дж. К. Хейл12 , С .Н. Шим:анов и другие. 
Цель работы. Разработка конструктивных методов нахож­
дения областей асимптотической устойчивости для линейных пе­
риодических моделей с постоянными запаздываниими, которые 
позволяют находить аналитические достаточные признаки асимп­
тотической устойчивости, вычислять бифуркациопные значения 
параметров и использовать численные методы для построения 
границ областей асимптотической устойчивости. Приложевне 
предложенных методов исследования асимптотической устойчи­
вости к задаче нахождения областей асимптотической устойчи­
вости и бифуркационных значений параметра для математиче­
ской модели процесса фрезерования. 
Методы исследования. В основе теоретических исследова­
ний лежит первый метод Ляпувова для линейных периодических 
систем дифференциальных уравнений с последействием, описы­
вающий свойство асимптотической устойчивости этих систем в 
терминах спектра оператора монодромии. Его реализация связа­
на с решением сло:ж:ной математической за,цачи оценки располо­
жения спектра оператора монодромии. Для линейных периоди­
ческих систем дифферСiщиальных уравнений с запаздъmаниями 
соизмеримыми с периодом этот спектр определяется собствен-
9 К~овскuй Н. Н. Некоторые эа.ца.чи теории устойчивости движения. М.: 
Физматгиз, 1959. 211с. 
10 Кu.м А. В., Пu.меfi.Ов В. Г. i - Гла,цкий анализ и числеiПIЬ!е методы реше­
во фувкцион&ЛЬНG-диффере!Щ)ii!UIЬИЫХ уравнений. М. Ижевск: НИЦ cPe-
ry1Uipиaв и xaoтичeciOIJI дива.ыиiСЬ, 2004. 256с. 
11 KOJI..Waнoвefroй В. Б., Носов В.Р. Устойчивость и периодические режимы 
реrулир~мых систем с последействием. М.: Наука, 1981 . 448с. 
12 Хейл Дж;. Теория функциовВJIЬНG-дифференци&ЛЬвых уравнений. М.: 
Мир, 1984. 421с. 
ными числами специальной краевой задачи для обыкновенных 
диффереiЩИальных уравнений. 
В первой главе обобщается на периодические системы с за­
паздьшаниями кратными периоду метод исследования автоном­
ных систем с запаздываниями на абсолютную устойчивость. Он 
сводит исследование на асимптотическую устойчивость перио­
дической системы с запаздываниями к аналогичной задаче для 
однопараметрического семейства периодических систем обыкно­
венных диффереiЩИальных уравнений. При нахождении коэф­
фициентных достаточных условий асимптотической устойчиво­
сти линейных периодических систем дифференциальных уравне­
ний с запаздьшаниями кратными периоду использовались мето­
ды построения КВадРатичных функций Ляпунова для линейных 
периодических систем обыкновенных дифференциальных урав­
нений, предложенные В. А. Якубовичем. 
Несамосопряженность краевых задач определяющих собствен­
ные числа оператора монодромии сильно осложняет оценку рас­
положения его спектра. Последняя задача во второй главе заме­
няется оценкой сингулярных чисел оператора монодромии, для 
определения которых строится специальная самосопряженная 
краевая задача для обыкновенных дифференциальных уравне­
ний. При оценке расположения спектра самосопряженной крае­
вой задачи используются бифуркационные методы. При нахож­
дении достаточных условий асимптотической устойчивости ли­
нейных периодических систем диффереiЩИальных уравнений с 
запаздыванием вычисляется бифуркационное значение парамет­
ра. Теоретические результаты, полученные в первых двух главах, 
позволяют найти часть области устойчивости в пространстве па­
раметров, от которых зависят коэффициенты системы. 
При нахождении границы области асимптотической устой­
чивости на плоскости пара..'>!:етров для математической модели 
процесса фрезерования в третьей главе используются числен­
ные методы. Краевая задача для спектра оnератора монодромии 
nозволяет построить характеристическое уравнение, содержащее 
функцшо неявно определяемую краевой задачей. При выводе 
дифференциальных уравнений, определяющих границу области 
асимптотической устойчивости используется метод Д - разбие­
ния, в случае единичного круга. Начальные значения для ре-
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mений этих дифференциальных уравнений находятся методом 
Ньютона. Предложен корректный метод вычисления частных 
производных неявно определенной в характеристическом урав­
нении функции, которые используются при численном интегри­
ровании дифференциальных уравнений и численной реализации 
метода Ньютона в задаче нахождения границы области асимпто­
тической устойчивости. При построении приближенного полино­
миального характеристического уравнения используется интер­
поляционный многочлен Лагранжа. Вычисления проводились в 
программнам пакете МАТНЕМАТIКА 5, который позволяет эф­
фективно реализовать предложенные вычислительные алгорит­
мы и выполнить визуализацию результатов расчетов. 
Научная новизна. Основные результаты работы являются 
новыми и состоят в следующем: 
- на основе второго метода Ляпунова для линейных перио­
дических систем обыкновенных дифференциальных уравнений 
разработан конструктивный метод нахождения достаточных 
условий асимптотической устойчивости линейных периодических 
систем дифференциальных уравнений с запаздываниями крат­
ными периоду; 
- для линейных периодических систем дифференциальных 
уравнений с запаздыванием соизмеримым с периодом предло­
жен метод позволяющий находить оценку спектрального радиуса 
оператора монодромии, вычисляя собственные числа самосопря­
женных краевых задач для обыкновенных дифференциальных 
уравнений; 
- на основе метода Д - разбиения для едини'IНОГО круга пред­
ложен корректный численный метод построения границы обла­
сти асимптотической устойчивости для математической модели 
процесса фрезерования. 
Теоретическая и практическая ценность. Теоретическая 
значимость разработанных методов заключается в том, что они 
могут быть использованы для нахождения областей асимптоти­
ческой устойчивости для линейных периодических моделей с за­
паздьmанием. Практическая значимость исследования заключа­
ется в том, что результаты диссертации могут быть использова­
ны специалистами по математическому моделированию при ка-
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чественнам исследовании конкретных динамических моделей с 
запаздыванием. 
Апробация работы. Основные результаты диссертации до­
кладывались автором и обсуждались на 34-й, 35-й, 36-й, 37-й 
региональных молодежных конференциях сПроблемы теорети­
ческой и прикладной математики• (Екатеривбур~ 2003, 2004, 
2005, 2006 гг.); XXVII Юбилейной конфереiЩИИ молодых уче­
ных механико-математического факультета МГУ "Ломоносов-
2005"(Москва, 12.04-16.04.2005); IX международном семинаре 
им. Е. С. Пятницкого "Устойчивость и колебания нелинейных 
систем управлевия"(Москва, 31.05-02.06.2006); международном 
научном семипаре "Устойчивость, управление и моделирование 
динамических систем"(Екатерипбург, 15.11-17.11.2006); между­
пародной конференции "Динамические системы: устойчивость, 
управление, оптимизация" (Минск, 29.09-04.10.2008) и научном 
семинаре кафедры теоретической механики УрГУ. 
Структура и объём работы. Диссертация состоит из вве­
дения, трех глав, crmcкa литературы и приложепия. Общий объ­
ем диссертации составляет 126 страниц. Библиографический спи­
сок включает 177 наименований. 
Публикации. Основные результаты диссертации опублико­
ваны в работах I1-14J. 
СО~Р)КАНИЕРАБОТЫ 
Во введении дается краткий обзор истории вопроса иссле­
дования дифференциальных уравнений с запаздывающим аргу­
ментом, определяется объект исследования, излагаются основ­
ные результаты диссертации. 
В первой главе рассматривается периодическая система диф­
ференциальных уравнений с запаздывапиями 
(1) 
где х : JR -+ JRn, I.JJ > О, Ak (k = О, ... , т) - I.JJ-периодические 
кусочно-непрерыввые матричные функции. 
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Системе (1) поставим в соответствие однопараметрическое се­
мейство систем обыкновенных дифференциальных уравнений 
dx -dt = A(t, z)x, (2) 
где A(t, z) = L:;;'=0 z" A~o(t), t Е JR, z Е С. Здесь С обозначает 
множество коМWiексных чисел. 
При нахождении коэффициентных достаточных условий 
асимптотической устойчивости системы (2) исполъзовались ме­
тоды построения квадратичных функций Ляпунова, предложен­
НЬiе В. А. Якубовичем13 . 
Для линейного периодического дифференциального уравне­
ния второго порядка с заnаздъmа.ниями: 
m 
x(t) + L (P,.(t)x(t- k(JJ) +Qk(t)x(t- k(JJ)) =О, (3) 
k=O 
где х : R --+ JR., Pk и Q,. (k = О, ... , т) - кусочио-иепрерывИЪlе, 
(JJ-периодические фушщии, справедливо утверждение. 
Теорема 1. Дм асu.мnтотuчесJСОй устойчивости уравнения 
(3) достаточно, чтобы 81J&ПМНЯАОС1> одно uз следующих усло­
вий: 
1) .1 1 2m /c.i 2~(pomaz- Роср) + 2t.J~ L iPk(t)idt < 
Pomc:r: Pomaz k=l 
0 
"' 
< ~ J (Po(t)- f: IP~o(t)i)dt npu POmaz + Роср >О, 
о k=l 
2m "' 
2) .../-Роср + 2ui~ L 1 IP~o(t)idt < Роср k=1 о 
"' m 
< ~ J (Po(t)- L IP~o(t)i)dt npu POmaz + Роср ~О, 
о k=l 
13 Якубоеuч В. А., Omap:м:uнct<Uй В.М. Линейные .цвфферевци&ЛЬные 
ураввев:ии с nериодичес:юо.IИ IС/JSффвциевта.ыи и их nри.ложевия. М.: На­
уха, 1972. 720с. 
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( + +) 2m "' 3) 1 ln Ро t 1 ) ... po(tn 1 "'j IPk(t)i - +-L...., --dt< 
2w Po(t1 ) ... po(tn) 2w k=l 
0 
JPo(t} 
UJ т 
< 2~ j (Po(t)- L IPk(t)i)dt о k=l 
nри. ?СУСО'Чно-неnрерt>tвно дuфференцируе.мой фун?С'Ции Ро, 
Po(t) >О, t Е IR. 
1 k 1 . Здесъ Pk(t) = Qk(t)- 4 2:i=oPi(t)Pk-i(t)- 2Pk(t), k = О , т, 
Pk(t) = -! r::,k-m Pi(t)Pk-i(t), k = т+ 1, 2m, t Е IR, 
UJ 
Роср = ~ J Po(t)dt, РОтаж = шах Po(t), ti , ... , t;t тооч!Си .ма?ССи.му-
0 tE[O,w] 
.мов, а t1 , ... , t;; точ?СU .мини.му.мов фун?С'Ци.и Ро на nол.уот?Срt>tто.м 
отре3!Се [O,w). 
Для периодической системы дифференциальных уравнений 
второго порядка с запаздываниями 
~u.(t) du.(t) ~ 
-d 2 + vo-d- + L....,Bk(t)u.(t- kw) =О, t t k=O 
(4) 
где и: IR--+ !Rn, w >О, Bk (k =О, ... , т)- w-периодические 
кусочио-непрерывные матричные функции, vo - положительное 
число, справедливо утверждение. 
Теорема 2. а) Пустъ С - nрошвол.ъная w-nериодичес?Сая ?СУ­
сочно - неnрерt>tвная .матри-чная фунtrо,и.я, C(t), t Е IR, - nоло­
жительно оnредел.еннt>tе эр.митовt>t .матри-цы. Тогда для аси.мn­
тоти.чес?Сой устойчивости cu.cтe.мt>t (4) достато'Ч.но, -чтобы вt>t­
nолн.ял.осъ сл.еilующие условие 
где qo ( t) - норма .матри-цы 
( 
C(t)-~C(t)C(t)-~ 
Qo(t)= C(t)-C(t)-~ Po(t)C(t)-~ C(t)-C(t)-~P0 (t)C(t)-~ ) -C(t)-~C(t)C(t)-! . 
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В -частно.м слуоше nостоянной .матриц~ Снеравенство {5) nри­
нu.мает вид 
б) Пусть Bo(t), t Е R, - эр.митов~ .матрич~ и f3omin(t), 
t Е IR, - ux наu.меньшие собственнш зна-чения, Bk(t) 
(k = 1, .. . , т), t Е IR, -nоложительно оnреде.л.енн~е эр.митов~ 
.матриц~ и f3kmaз:(t) (k = 1, ... , m), t Е R, ux наибольшие соб­
ственн~е зна-чения. Предnоложим, -что Bo(t) ~ о:2 In, t Е IR, где 
а > О - нe7Wmopoe -число. Тогда д.л..я асимnтоти-ческой устой­
-чивости сuсте.м~ (4) достато"Чно, -ч7'1106w в~nолнuлось условие 
а- а~ (l (f3omin(t)- ~v~ )dt + t] f3kmaз:(t)dt) < Vo. 
о k-1 о 
в) Пусть Bo(t), t Е IR, - эр.ми~ .матриц~ и f30m.aз:(t), 
t Е JR, - ux наибольшие собственн~е зна-чения, Bk(t) 
(k = 1, .. . , m), t Е IR, - nоложительно оnреде.л.еннш эр.ми­
тов~ .матриц~. Тогда д.л..я асu.мnтоти-чес71:ой устой-чивости си­
стем~ {4) достато-чно, -чтоб~ в~nолн.ялось одно ua следующих 
условий: 
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"' Здесъ fJo= шах fJomax(t), fJricp=.l J fJomax(t)dt, 09~.... .... о 
.... .... f3ocp=t J /Joтпin(t)dt, rз:;ср = t J fJkmax(t)dt (k = 1, ... ' m). 
о о 
г) Пустъ Bo(t), t Е R, эрмитовьt .м.атрицw, P0 (t) = B0 (t) -
1 2 4v0 In >О, t Е IR, и существует ?С1JСо-чно-неnрерwвна.я nроизвод-
н~ Во. Тогда д.tLЯ аси.мnтоти-чес?Wй устой-чивости систе.м.w ( 4) 
достато-чно, -чтобъi. вwnoл"НJI.I/.ocъ условие 
.... 
~! 
о 
n 
IPo(t)-! 1 L:: IB~o(t)l + IPo(t)-~Bo(t)Po(t)-~ ldt < vo. 
k=l 
Во второй главе рассматривается линейная периодическая 
система диффершщиальных уравнений с постоянным запазды-
ваннем 
~~t) = A(t)x(t) + B(t)x(t- т), (6) 
где х : R ---+ Rn; fJ.J > О; А, В - w-периодические матричные 
функции, с кусачно-непрерывными элементами. Предполагает­
ся, что кусачно-непрерывные функции имеют конечное число 
точек разрыва первого рода на отрезке [0, w]. Запаздывание т 
(т= wjm, гдет-целое число) рационально соизмеримо с пери­
одом fJ.J. 
Оператор монодромии И действует в гильбертовам функци­
ональном пространстве состояний Н = L2([-т, 0), Rn) х Rn со 
скалярным произведением (rp, 1/J) = 1/J т {O)rp(O)+ J~.,. 1/J т (t9)rp(t9)dt9. 
Оператор монодромии является вполне непрерывным и опре­
деляется формулой (Urp)(t9) = x(w +t9,rp), t9 Е (-т,О], в которой 
x(·,rp) решение системы (6) с начальным моментом t0 =О и на­
чальной функцией rp . В гильбертовам пространстве собственные 
числа оператора Н= (U*U) 112 называются сингулярными чис­
лами вполне непрерывного оператора И. 
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Теорема 3. Помжuте.л.ьное число s тогда u толыw тогда 
.является сuнгул.яркы.м чuсло..w оnератора .мокодро.мuu И, когда 
следующая ?Сраевая задача для о~7СКовеккьu: duфферекцuалькьu: 
уравкекuй 
{7) 
х1(-т) = zу1(-т), х,.(-т) = х~~:-1{0), k = 2,m, 
У~о(О) = Yll:+1 (-т), k = 1, т- 1, Ym{O) = zxm(O) (8) 
имеет пекулевое решекие npu z = s-1. Здесь 
A~o(t?) = А(kт + t?), B~~:(t?) = В(kт + t?), t? Е (-т, 0), k = 1, m. 
Краевую за,цачу (7), (8) можно записать в векторной форме 
du 
J dt? = (1t1 ( t?) + z1t2( t?)) U1 (9) 
(А1 + zA2) u( -т) = (81 + z~) u(0) 1 (10) 
где u = colon(x11· .. 1 Xm1 Yl1 · .. 1 Ym)· 
Утверждение 1. При веществекко.м числе z ?Сраевая задача 
(9), (10) .является са.мосоnряжеккой. 
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где х - отклонение глубины резания от номинального значения 
в направлении подачи детали, { - коэффициент вязкого трения, 
w - собственная частота колебаний конструкции, !1 - угловая 
скорость вращения фрезы, (} - угол поворота фрезы. 
Величина F(x, (}) характеризует процесс фрезерования. Она 
описывается коэффициентом направления v(B) и характеристи­
кой толщины стружки при резании kc. В .линейном приближении 
kc 
F(x, О)= (<)2 kv(O)[-x(O) + х((}- ~)]. 
Коэффициент v( О) учитывает геометрические соотношения, 
а именно : направление режущего усилия, конфигурацию систе­
мы синструмент-деталь•, а также число резаний за 1 оборот, 
v - периодическая функция, с периодом ~. 
В работе16 функция v определяется формулой 
m-1 
v(lJ)= L sin(o:t +В+ f3 + k~) sin(at +О+ k~), В Е [О,~), (15) 
k=O 
где f3 - угол, определяющий направление силы резания относи­
тельно радиальной линии фрезы, n - число зубьев фрезы, т -
число зубьев находящи:хся в контакте с обрабатываемой дета­
лью. Угол а1 определяет положение зуба фрезы в момент входа 
в материал обрабатываемой детали. В качестве характеристи­
ки толщины стружки взят параметр kc, называемый коэффици­
ентом жесткости резания. Коэффициент k характеризует жест­
кость конструкции. 
Математическая модель фрезерования 
tflx(O) dx(O) 
11
2 dj2 + 2{11-----;ю- + х(В) = ~J.v(O)(x(B- ~)- х(О)) , (16) 
где 11- = kc /k, 11 = !1/(U, применяется для расчета границы обла­
сти устойчивости на плоскости параметров (11, ~J.). Графические 
изображения границы области устойчивости используют пара­
метры kc и 10!1/w. 
16 ЩW1ьман. С. В. Метод производящих функций в теории динамических 
систем . М. : Наука, 1978. 336с. 
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Дифференциальное уравнение второго порядка с запаздыва-­
нием (16) представим в виде системы дифференциальных урав­
нений первого порядка 
dx(O) ~=A(O, v,p)x(O)+B(O,v,p)x(O-~). OEJR, (17) 
Для асимптотической устойчивости периодической системы 
дифференциальных уравнений (17) необходимо и достаточно, 
чтобы все собственные числа р оператора монодромив были мень­
ше е,п;ивицы по модулю. Задача нахождения венулевых собствен­
ных чисел р оператора :монодромив сводится к определению соб­
ственных чисел z, z Е С, специальной краевой задачи для систе­
мы обыкновенных дифференциальных уравнений 
~ = (А(1?, v, р) + zB(1?, v, р))ф, 1? Е[-~. О], z = р- 1 , (18) 
ф(-~) = zф(О), z Е С. {19) 
Пусть Ф(1?, z, v, р) = 11Фi;(1?, z, v, p)ll~.;=t (Ф( -~. z, v, р) = !2), 
1? Е [-~. 0], z Е С, - нормированная фундаментальная матри­
ца системы (18). Для нахождения собственных чисел z краевой 
задачи (18), (19) имеем следующее характеристическое уравне­
ние 
D(z, v, р) = ехр ( -2~~~~-l) z2 - A(z, v, p)z + 1 =О, (20) 
где A(z, v, р) = (Фн (0, z, v, р) + Ф22(О, z, v, р)), z Е С. 
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Согласно методу Д- разбиения, системанелинейных уравне­
ний 
!R (A(exp(iep), v, J.L)) - ( ехр ( -2~~v-1 ) + 1) cos(ep) = О , (21 ) ~ (A(exp(iep), v, J.L))- (ехр ( -2~~v-1) - 1) sin(ep) =О, 
где ер Е [1r, 21rj, дает неявнос представление границы области 
устойчивости на плоскости параметров 11 и J.L· 
Дифференцируя системунелинейных уравнений (21) попе­
ременной ер (ер Е {1r, 21r)), nолучим систему линейных алгебраи­
ческих уравнений относительно d11jdep и dJ.Lfdcp. Задача нахож­
дения неявных решений v(.,o) , J.L(ep) системы нелинейных урав­
нений {21), на интервалах для которых определитель линейной 
алгебраической системы ~{ер, 11, J.L) f. О, ер Е (1r, 21r), заменяет­
ся процедурой численного интегрирования системы нелинейных 
дифференциальных уравнений 
dv ~1(ep,v,J.L) dp. ~2(ер,11,р.) 
= --:--:=-:--'----'..:...,:-
dep ~(1,0,11, р.) ' d.,o ~(.,о, v, р.) ' (22) 
~(ep,v,p.) f. О, ер Е {?r,2?r), 
где ~l(ep, v, р.), ~2{ер, v, р.)- определители Крамера линейной ал­
гебраической системы. Используя метод Ньютона для решения 
системы нелинейных уравнений (21) при ер = ер* Е (1r, 21r), на­
ходим начальные значения v* и р. • для реализации процедуры 
числеШiого интегрирования системы нелинейных дифференци­
альных уравнений . 
При реализации процедуры численного интегрирования си­
стемы {22) и метода Ньютона значения функции А и её частных 
провзводных дА(ехр(iер), v, p.)fдv, дА(ехр(iер), v, р.)fдр. и 
дА(ехр(i.,о), v, р.)/дер находятся путем численного интегрирова­
ния специальных систем обыквовенных дифференциальных урав­
нений. 
При ер= 1r или ер= 21r система (21) заменяется одним урав­
нением 
ехр ( -~~~~-l) -А( а, v, р.)а + 1 =О, а= cos(ep). {23) 
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В этом случае граница области устойчивости будет описы­
ваться функцией р = p(v), v Е R. Задача нахождения неявного 
решения уравнения {23) заменяется процедурой численного ин­
тегрирования нелинейного дифферев:цна.льного уравнения 
dp = _дА( а, v, p)fдv- 2a{~v-2 ехр ( -2~~v- 1 ) (24) dv дА(а,v,р.)fдр 
на интерва.лах, для которых дА( а, v, р.)fдр. =f:. О. Используя метод 
Ньютона при векотором р = р.•, из уравнения (23) определяется 
нача.льное значение v = v•. 
При реализации процедуры численного интегрирования урав­
нения {24) и метода Ньютона значения функции А и её част­
ных провзводных дА( а, v, p.)fдv и дА( а, v, р.)fдр. находятся путем 
численного интегрирования специа.льных систем обыкновенных 
дифференциа.льных уравнений. 
На рис. 1, 2 приведены результаты расчета границы области 
асимптотической устойчивости. Приведеиные результаты расче­
тов свидетельствуют о сильной сизрезанности• области устойчи­
вости, следствием которой является существенное влияние вели­
ЧИВЬI углОВОЙ СКОрости вращения фрезы !} на устойчивость про­
цесс& фрезерования. Это подтверждает тот экспериментальный 
факт, что при возникновении вибрационных колебаний часто до­
статочно незначительного изменения числа оборотов, чтобы ста.­
билизировать процесс фрезерования. Полученные результаты со­
гласуются с ана.логичными результатами Sridhar R., 
Hohn R.E., Long G.W.14 и Шильмана С.В. 16 . 
Разработанный комплекс програмных средств позволяет на­
ходить границы области асимптотической устойчивости для ма­
тематической модели процесса фрезерования, а также оценивать 
влияние параметров на деформацию границы области асимпто­
тической устойчивости. 
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Рис: 1: Граница области устойчивости для математической мо­
дели фрезерования при n = 40 1 D. = 9° , {З = 60° 1 k = 710 кгс/мм, 
{ = 0.0417, а1 = 67° , т= 4. 
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Рис. 2: Граница области устойчивости для математической моде­
ли фрезерования при n = 10, D. = 36° 1 {З = 60° , k = 710 кгс/мм, 
{ = 0.04171 а1 = 84° 1 т= 2. 
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